Chapitre 8: Calcul numérique et PGCD gme

Dans tout le cours les nombres considérés sont deagtiers positifs

Rappels

Donner toutes les facons d’écrire 24 sous forme (de

produit de deux entiers. 24 = 1x 24 24 = 2x 12

24 = 3x 8 24 = 4x 6
2:3:4:6:8:12:24

Dans quelles tables de multiplication se trouve le
nombre ?

Ecrire le nombre 24 sous la forme d’un produit d
facteurs différents de 1(tous les facteurs diffésen 2x3x%x4
tels que le nombre de facteurs soit supérieur & d

D
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. Vocabulaire : Multiples et diviseurs

24 est un multiple de 2

24 est un multiple de 12
2 est un diviseur de 24
12 est un diviseur de24

24=12x 2

On dit aussi que 2 et Tvisent 24 ou que 24 estivisible par 2, par 12
1. Définition

Soient a et k deux entiers naturels avec% 0

S’il existe un nombre b tel que a = k b, on dit que :
* kestundiviseur de a

» aestdivisible par k

e aestun multiple de k

Remarque
a=kxb
b est un diviseur da eta qui est un multiple db

2. Rappel : Critéres de divisibilité par 2, 3,5 et 9

e Un nombre entier est divisible par 2 s’il se termie par 0, 2, 4, 6, 8

* Un nombre entier est divisible par 5 s’il se termie par 0 ou 5

* Un nombre entier est divisible par 3 si la somme dees chiffres est divisible par 3
* Un nombre entier est divisible par 9 si la somme dees chiffres est divisible par 9

3. Exercice
Donner la liste ordonnée de tous les diviseursdde 2 1:2:3:4:6:8:;12:24
Donner la liste ordonnée de tous les diviseurstde 3 1:2:3:4:6;9;12:;18;36
Donner la liste ordonnée des diviseurscommundet34 | 1;2:3:4:6; 12

Quel est le plus grand diviseur commun de 24 & 36 12
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Diviseurs communs a deux entiers ; PGCD

1. Diviseurs commun a deux nombres

Un diviseur commun a a et b est un nombre entiedigise a la fois a et b.

* Diviseurs commun a 175 et 245

Diviseurs de 1751 |5|7(25

35

175

Diviseurs de 2451 |5|7|35

49

245

Les diviseurs communs sont ; 5; 7 ; 35

+ Diviseurs commun a 45 et 28

15

45

Diviseurs de 451|3|5/|9
Diviseurs de 281|247

14

28

Un seul diviseur commui

2. Définitions du PGCD

Parmi les diviseurs communs a a et b, 'un deuylestgrand que les autres.
On l'appelle le Plus Grand Commun Diviseur et emdte PGCD (a ; b).

Exemples :PGCD(18; 12) =6

PGCD(20 ; 50) = 10 PGCD(45):48

3. Algorithmes de recherche du PGCD de deux nombres

1. Propriété

Liste ordonnée des diviseurs de 45

1;3;5;915;45

Liste ordonnée des diviseurs de 75

1:3:;5:;15;25;75

Liste des diviseurs communs a 45 et 75

1;3;5;15

Liste ordonnée des diviseurs de 45+75=

12Q:3:4:5:6:8;10;125,20;24:30;40;60;12

Liste ordonnée des diviseurs de 75-45=30;3;5;6;1015; 30
Liste des diviseurs communs a 75 et 1201;3;5;15
Liste des diviseurs communs a 45 et 1201;3;5;15
Liste des diviseurs communs a 75 et 30 |1;3;5;15
Liste des diviseurs communs a 45 et 30 |1;3;5;15

Dans chaque ligne de diviseurs communs on

Propriété

reraarque le PGCD est le méme

Sik est le PGCD de deux nombest b (a >b) alors k est aussi :

le PGCD daetdea+b
le PGCD dbetdea+b
le PGCD daaetdea—b

le PGCD déb et dea—b - cas le plus intéressant car ainsi on diminue les
nombres de départ puisqu’on prend le plus pel# différence.
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V.

Recherche du PGCD par la méthode des soustractiosgaccessives

On soustrait les deux nombres

on prend les deux plus petits et on recommence

on s’arréte quand les deux plus petits sont égaury la derniére différence est égale a 1)

le PGCD est représenté par ces derniers nombres (@gale a 1 : nombres premiers entre eux)

Exemple 1: PGCD (72 ; 54)

Exemple:2PGCD (75 ; 28)

Etapes DifférencesEtapes Différence
1 72 54 18 1 75 28 47
2 54 18 36 2 47 28 19
3 36 18 18 3 28 19 9
4 18 18 0 4 19 9 10
PGCD (72 ; 54) = 18 5 10 9 1

Exemple 3 PGCD (231 ; 42)

PGCD (75 ; 28) = 1

Etapes DifférencesOn remarque que I'on soustraifois 42et qu’on pourrait
1 231 42 189 | passer directement a I1&"6 étape en soustrayant tout de suite
2 189 42 147 5x42 a 231
3 147 42 105 En effet : 231 = 5% 42 + 21 (Dvision euclidiennede 231 par 42
4 105 42 63 21 est le reste de la division euclidienne.
5 63 42 21 On adonc:
6 42 21 21 PGCD (231 ;42) = PGCD (42 ; 21)
7 21 21 0
PGCD (231;42)=21
Propriété :

Sir est lerestede la division euclidienne depar b (a>b ) alors PGCD @; b)=PGCD (b;r)

V.

Recherche du PGCD par la méthode des divisions s@ssives

Algorithme d’Euclide

on divise le plus grand nombre par le plus petit ebn note le reste de la division euclidienne
on recommence en divisant a chaque fois le diviseprécédent par le reste obtenu
I'algorithme s’arréte lorsqu’on obtient un reste nul : le PGCD est le dernier reste non nul.

Exemple: PGCD (1078 ; 322)

Pour trouver le reste 112, il suffit de diviser 8@par 322.

Etapes Reste
1 1078 322 112 | Certaines calculatrices ont une touct®e ou |
2 322 112 98
3 112 08 14 | La séquence 1078 | R 32P = donne directement e 142
4 08 14 0 de la division euclidienne

Le PGCD de 1078 et 322 est le dernier

reste non nul soit 14



VI. Nombres premiers entre eux ; Fractions irréductibles

1. Nombres premiers

On dit que deux entiers non nuls a et b sont preneietre eux si leur PGCD est égal a 1

Exemples :

PGCD (175 ; 245) 35
Les deux entiers 175 et 245 ne sont pas deux narpbeeniers entre eux.

PGCD(45; 28) 4 ;
Les deux entiers 45 et 28 sont deux hombres prerardre eux.

2. fractions irréductibles

a. Définition

Une fraction est irréductibles si son numératewoatdénominateur sont premiers
entre eux.

Exemples :

42,_01 estunefraction irréductible PGCd21;40) =1
66

507 est pas unefractionirréductible PGCd 66;207) =3

66 - 22
207 69

b. Régle

Pour rendre une fraction irréductible, il suffit dieiser le numérateur et le
dénominateur par leur PGCD ;

Exemples

306 414)=
306 pGeD(306414)=18

306+18 _17
414+18~ 23




